le soliton neeudien

lere partie : indiscernabilité des chemins parcourus par les métamor-
phoses

il est loisible de considérer le coin retournable comme le départ d'une
"onde" de métamorphoses.

regardons ce qui se passe avec un motif fait d'un antibrin retournant a
trois croisements, dans un poingon octogonal. un croisement extérieur
sert de référent aux ornures du motif. a coté du motif poingonné est
dessiné son graphe des sommets vides.
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le mouvement qui s'observe des deux motifs liés par métamorphose re-
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peut étre consideré de deux manieres :

2w, 3w

a — comme l'unique retournement, d'un seul geste, de I'épingle w'w"
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par lI'antibrin ww'w;



b — comme une séguence de deux retournements de coins, en trois

2w, 3w 3w, 2w 3w, 2w

gestes, le deuxieme coin retournable apparaissant apres effectuation et
abandon du premier retournement.

pour le regard, les états initiaux de a et b s'équivalent ainsi que leurs
états finaux, et de fait il est impossible de décider quel mouvement a
primeé pour passer d'un poingon extréme a son symeétrique ce qui in-
cite, par facilité de langage, a parler de la double nature du processus.

les identités qui décrivent les passages de gauche a droite d'un motif a
l'autre s'écrivent

— selon a, l'antibrin retournant étant noté 2ww' = (2,1) et I'épingle re-
tournable 2w’ = (0,2), le calcul des ornures, qui est une simple addi-
tion, est (2,1) + (0,2) devient par le retournement r , (2,0) + (2,1) soit
dans I'écriture contractée de la formule fonctionnelle des crochets :

r <2,1/0,2> = <2,0/2,1>

qui pourrait se lire : le retournement d'un crochet retournable - c’est-a-
dire un crochet qui s'écrit dans l'ordre "cro retournant chet retour-
nable" — est un crochet retourné — c’est-a-dire un crochet qui s'écrit
dans l'ordre "cro retourné chet retournant”.

le croisement retournable (0,2) soit 2w" est retourné en 2w soit (2,0),
I'épingle retournante restant inva-riante. le calcul du résultat s'écrit
(2,0) + (2,1).

nous voyons que le retournement s'interprete en cette formule comme
une double commutation — ou mieux comme torsion de I'écriture —
. la premiere, des places respectives de I'épingle retournante et du
motif re-tournable, la seconde des valeurs des ornures du motif re-
tournable, I'épingle retournante restant inva-riante. nous avons, ici
(2,0)+(2,1) =4w +w', la (2,1) + (0,2) = 2w + 3w".




I'involution du retournement se montre par l'adjonction de la formule
fonctionnelle inverse :

r<2,1/2,0> = <0,2/2,1>

nous écrivons la séquence compléte de l'involution en partant de
<2,1/0,2> .

a) r<2,1/0,2> = <2,0/2,1> transposition du résultat symbolisée par 3,
pour le retournement <2,0/2,1> 3 <2,1/2,0> puis

B) r<2,1/2,0> = <0,2/2,1> transposition du résultat pour le retourne-
ment <0,2/2,1> ® <2,1/0,2> ce qui est bien la configuration de dé-
part.

ce qui se lit en calcul : partant de (2w+w') + (Ow+2w") = (2,1) + (0,2) =
2w + 3w' = (2,3)

a) r(2,3)=(4,1) =4w + w' = (2,0) + (2,1) = (2w+0w") + (2w+w") trans-
position du résultat pour le retournement (2,0) + (2,1) ® (2,1) + (2,0)
= (2w+w") + (2w+0w") puis

B) r(4,1) = (2,3) = 2w + 3w' = (0,2) + (2,1) = (Ow+2w') + (2w+w")
transposition du résultat pour le retournement (0,2) + (2,1) = (2,1) +
(0,2) ce qui est bien la valeur de départ.

la métamorphose étant reguliere, la somme des coefficients des ornures
demeure invariante.

— selon b, le premier coin retournable est retourné en le premier coin
du milieu qui lui succede.




abandonnons ce coin retourné et glissons sur celui qui le jouxte avec le-
quel il partage un croisement w' commun.

les valeurs de ce coin sont (1,1) + (0,1), ce qui donne par retournement
r<1,1/0,1> = <1,0/1,1>. la confi-guration globale de départ était
2w3w', ¢’est-a-dire (w+2w') pour le coin retournable a quoi s' ajoutent
les valeurs de I'épingle non alternée (w + w') du reste du motif, nous
sommes passés par la configuration intermédiaire 3w2w', valeurs du
coin retourné (2w+w') auxquelles s‘ajoutent celles de I'épingle (w,w'")
qui n'est pas intervenue dans la métamorphose, pour déboucher sur
4ww' = (4,1).

nous pouvons donc écrire le cheminement que suivent les retournements
successifs. de <1,1/0,1> = (1,2) on écrit r<1,1/0,1> = <1,0/1,1> soit
2ww' = (2,1), ce qui s'analyse ainsi :

les deux w forment I'épingle alternée résiduelle 2w = (2,0) qui ne parti-
cipera pas a l'autre métamorphose et dont nous figeons le compte qui
s'additionnera ainsi au résultat du prochain retournement, tandis que le
croisement w' participe au nouveau retournement soit comme croise-
ment de la nouvelle épingle re-tournante ww’, soit comme croisement
retournable; dans les deux cas lors du retournement il s'annihi-lera et
apparaitra un croisement w selon r<1,1/0,1> = <1,0/1,1>. au final, le
trajet des metamorphoses est, avec le symbole = utilisé pour signifier
la translation d'un coin a son voisin et les indices x et y indiquant sur
quelles parts du motif global portent les opérations

r<1,1/0,1>, + (1,1)y = <1,0/1,1>, + (1,1)y = r<1,1/0,1>, +
(2,0)x = <1,0/1,1>y + (2,0)x

le comptage s'effectue ainsi :



— avant retournement du coin x, le calcul donne w de (1,1)x + w de
(1,1)y soient 2w et w' de (1,1)x + w' de (0,1)x + w' de (1,1)y soient 3w
(2w+3w") = (2,3).

— apres retournement du coin X le calcul, vu de x, donne w de (1,0)x +
w de (1,1)x + w de (1,1)y soient 3w et w' de (1,1)x + w' de (1,1)y soient
2W'. (3w+2w') = (3,2).

— apres la translation et avant retournement du coin y le comptage, vu
maintenant du coin ,y donne w de (1,1)y + 2w de (2,0)x = 3w et w' de
(1,1)y + w' de (0,1)y = (3w+2w') = (3,2). le compte est, naturelle-ment,
le méme qu'avant la translation, mais le référentiel du comptage a
changé.

— apres retournement du coin y le calcul donne w de (1,0)y + w de (1,1)y
+ 2w de (2,0)x et w' de(1,1), soit au total (4,1).

c'est la série infinie des sequences telles celle du coin retournable qui
initialise le processus, suivie de celle des trois poingons octogonaux
gue nous avons étudiée, suivie de sequences dont nous étudierons le
montage et le comportement plus loin, que nous appelons soliton
neeudien.

2eme partie : valeur ornée chromodynamique des motifs

reprenons nos trois poingons avec leur contenu.

nous pouvons leur associer une fonction d'ornures en sommant les or-
nures pour chacun des motifs, et en égalisant cette somme a une va-
leur arbitraire sans signification immeédiate. nous obtenons :




ces trois états sont donc représentés par un systeme de trois égalites li-
néaires.

2w + 3w' =k pour l'état |
3w+ 2w' = k' pour I'état 11
4w +w' = K" pour I'etat 111,

scindons ce systeme en deux sous-systemes (I, I1) et (11, I11) pour étu-
dier ce qui se passe entre deux etats liés, les états | et 11, et les états 11
et I11.
a — le sous-systeme (I, I1) est
2w+ 3w' =k (1a)
3w+ 2w'=k' (2a)
pour lequel les solutions sont :
w = (3k' — 2Kk)/5
w' = (3k — 2k")/5
b — pour le second sous-systeme
3w+ 2w =k' (1b)
4w + w' = K" (2b)
la méme procédure donne
w = (2k" - K)/5
w' = (4k' — 3K")/5

en égalisant les valeurs des numeérateurs w des deux sous-systemes (I,
1) et (11, 1),

3k' — 2k = 2k" — K’
ou celles des w’ 3k — 2k’ = 4k> — 3k"
nous obtenons les valeurs des parametres arbitraires {k, k', k"} données
par une égalité intrinseque circu-laire, ¢’est-a-dire qu'une quelconque

des trois donne les deux autres, et les valeurs de w et de w" indé-
pendantes de I'état et valables pour tout le systeme (1, 11, I11).



k—2k'+Kk"

=0
et les trois identités qui s'en deduisent, que nous
listons :
k=2k'— K"
K'=(k + Kk")/2
K" =2k'—k

on voit que k' est la moyenne de k et k™ qui sont mutuellement commu-
tants.

le paramétrage de w et w' fait apparaitre ces trois parametres {k, k',
k''} dans les formules de w et w'. voici comme il faut procéder : nous
partons de la formule de I'un des trois parametres, k, par exemple, et
écrivons de combien elle differe de la valeur du numérateur de w,, =
3k' — 2k, ce qui revient a écrire tautologiguement l'identité w;; = k +
(W|,|| — k) soit

3k'—2k = (2k' - k") -2k + K"+ k" =k -2k + k' + K" = -k + k" + k"

de méme pour le numérateur de w',;; = 3k — 2k’ pour lequel w';; = k +
(wW'i,n — k) soit

3k —2k'=(2k' — k') + 3k —4k' + K" = k + 3k — 4k' + k" = 4k — 4k' + k"

ces valeurs, fonctions du triplet (k, k', k'), de w et w' sont donc réé-
crites ainsi :

w=(-k+Kk'+
k'™)/5

w' = (4k — 4K’
+ K")/5

ces écritures ne sont d'ailleurs pas uniques mais elles sont simples.



voici le tableau complet des parameétrages de w et w', dont nous ne rete-
nons que le numérateur, que nous ecrirons avec le parametre en in-
dice, wy et w'i, et en assimilant chague ornure a une matrice carrée 3 x
3 produit d'une matrice unicolonne K = (k, k', k™) par une matrice
uniligne N = (n1, nz, n3), dont tous les coefficients sont nuls hormis
ceux de la diagonale principale qui peuvent étre nuls ou non nuls

Kk nk 0 O
k'><|n1n2 3|:O nzk' 0
K" 0 0 nsk"

soit sous forme simplifiée et en n'écrivant que les coefficients n; :

e parametrage du sous-systeme (I, I1)

We = (-1, +1,+wWx = (+4,-4,+
Wk~ 1) W'k 1)
We  (—=5/2,+4, w'y (+5/2, -1,
—1/2) —1/2)
ce qui se représente géometriquement
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représentation des w : en (@) Wik ; en (b) wi représentation des
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Wi = (+1,_3, W'y = (+1,+2,_
Wk + 3) W' 2)
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ce qui se représente géometriquement
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tion des w' : en (a) W'kk-; en (b) w'i

ces paramétrages, rappelons-le, étant tous équivalents. la somme des
coefficients des paramétrages vaut toujours +1, ce qui fournit un cri-
tere de controle.

si maintenant nous choisissons des valeurs numeériques pour deux des
parametres du triplet (k, k', k"), tou-tes les valeurs du triplet ainsi que
celles des w et w' sont completement détermineées.

lere partie — (suite) : propagation de I'onde de metamorphoses ou so-
liton nceudien

dans la premiere partie nous avons supposé connu le retournement du
coin. nous avons initié I'onde de métamorphoses, que nous appelle-
rons désormais soliton neeudien du fait de la ressemblance de cette
suite de retournements — que nous avons choisie nécessairement in-
discernable d'avec le retournement par I'antibrin multiple — avec des
manifestations du phénomene physique du méme nom.

nous avons commence, ici, a aborder le motif a 5 croisements dans un
poingon octogonal. si nous voulons constituer la série du soliton a
nombre croissant de croisements a partir du coin retournable, les éga-
li-tés circulaires suivantes sont utiles pour la construction rapide du
soliton désiré dans lesquelles ¢ est le nombre de croisements du motif
consideére, é le nombre des épingles, a le nombre des arétes du poin-
con et p le nombre de poingons formant une séquence

a=c+3=2¢e+4//[p=(ctl)2=¢e+l=al2-1//ée=al2-2=(c—1)/2
l[lc=a-3=26+1



le motif que nous avons présenté était a 5 croisements, 2 épingles, 3
poingons a 8 arétes.

la série infinie des séquences du soliton neeudien commence a 3 croise-
ments, le coin, dans un poincon he-xagonal. d'un poingon a son suc-
cesseur dans la série on ajoute une épingle alternée ou non ¢’est-a-dire
2 croisements supplémentaires et 2 arétes au poincon. ainsi l'on
"gonfle" indéfiniment le poingon par l'adjonction d'épingles alternées
ou non ne détruisant pas I'antibrin retournant, ce qui ne change pas
la nature topologique du motif de meétamorphose. d'autre part, a
chaque séquence on étudie sa fonction d'ornures. d'une séquence a sa
suivante, le nombre des métamorphoses, et donc des poingons, aug-
men-te de 1. partis de 2 poingons pour le retournement du coin, soit
une métamorphose, nous avons travaillé avec 3 poingons pour la sé-
quence présentée au debut de cette étude représentant 2 métamor-
phoses.

familiarise-e-s, nous pouvons systématiser la construction de la série.
nous redessinerons la séquence du coin retournable, puis celle obtenue
en ajoutant une épingle, alternée ou non, et ainsi de suite.

discussion

— la cellule de base est le coin retournable a laguelle on ajoutera selon
le méme protocole autant d'épin-gles, alternées ou non alternées, ne
détruisant pas I'antibrin retournant qu'on voudra, selon nos for-
mules de construction. ce coin est 2w + w', rappelons encore que le
choix des ornures est non standard, et s'écrit 2ww"', et son équation
aux valeurs, pour laquelle on a xw + yw' = (X, y), est (2,0) + (0,1) =
(2,1).



le coin est formé de trois croisements et on peut le regarder diverse-
ment.

— soit on le regarde comme montage d'un croisement et d'une épingle
non alternée, retournante donc, le croisement isolé étant retournable,
et le voici coin retournable,

— soit on le regarde comme montage d'un croisement et d'une épingle
alternée, le croisement isolé étant commun aux deux épingles retour-
nantes, et le voici soliton.

a strictement parler le coin retournable est un soliton dégénéré ou en-
core soliton trivial, c¢’est-a-dire qu'il demeure un oscillateur a deux
positions, ou oscillateur binaire, a la fois continu puisque le retour-
nement est une métamorphose topologique glissante, et quantique
puisque les deux états du retournement sont discrets, les deux états de
la métamorphose réguliére gu'il manifeste. le langage formel qu'il re-
présente est I'ensemble infini des mots oscillants de deux lettres £ =
{aPa"} avec p et g de 0 a I'w0. son équation fonctionnelle est r<1,1/0,1>
= <1,0/1,1> c’est-a-dire en valeurs :

r[(2,0) + (0,1)] =r(2,1) = (1,2) = (1,0) + (0,2).

le coin retournable est le premier de la série infinie des séquences de
propagation du soliton. sa séquence est formée de deux états involuti-
vement retournables.
apres la séquence du coin, il vient celle, la premiere non triviale, que
nous avons étudiée ci-dessus, au poingon octogonal et aux trois états.
sans dessiner outre mesure, nous pouvons déduire les premieres valeurs
des w et w' du premier poincon de chaque nouvelle séquence par la
considération suivante : nous connaissons les valeurs du coin re-
tournable (2,1); et soient (X, y) celles de I'épingle ajoutée. cette
epingle est alternée ou non alternée.
e si elle est alternée elle est homoorneée soit 2w et alors x =2 ety =
0, soit 2w" et x= 0 et y = 2. nous obtenons donc, en additionnant le
motif initial et I'épingle ajoutée

(2,1) +(2,0)=(4,1),0u (2,1) + (0,2) = (2,3).



en combinant I'équation fonctionnelle a I'équation aux valeurs, ce qui
fournit I'équation mixte, nous écri-rons le cas 2w
r<1,1/0,1> + (2,0) = <1,0/1,1> + (2,0)
nous avions (3,2) nous passons a (4,1). le cas 2w' s'écrit
r<1,1/0,1> + (0,2) = <1,0/1,1> + (0,2)
nous avions (1,4) nous passons a (2,3).
e si I'épingle n'est pas alternée, elle est hétéroornée et nous obtenons

r<1,1/0,1> + (1,1) = <1,0/1,1> + (1,1)

nous avions (2,3) et nous passons a (3,2).

remarque encore: l'attribution initiale des ornures n'obéissant a aucun
standard les valeurs énoncées sont commutables. ce que nous retenons
est le fait gu'une fois une attribution effectuée elle conditionne le
reste.

3eme partie : formule générale de tous les solitons neeudiens possibles

avant d'établir les équations générales des solitons, nous raisonnerons
sur les deux premieres sequences.

I'oscillateur binaire,é=1d'oua=6,c=3etp=2,apour valeur (x,y)
avec X = 1 si y = 2 et inversement. I'équation aux valeurs est (X,y) =
(1,1) + (a,b), avec les valeurs si a = 1 alors b = 0 et inversement, ce
qui donne soit (2,1) soit (1,2). son équation mixte s'écrit, en posant
I'absence de croisement (0,0) afin d'homogénéiser I'écriture

r[<1,1/a,b> + (0,0) = (1 + a, 1 + b)] = <b,a/1,1> + (0,0) = (L + b, 1 + a).

le premier motif poinconné du successeur immediat ne possede donc
qu'une seule épingle supplémentaire selon les formules de montage



du 8lere partie - suite. il aura pour équation aux valeurs, la valeur
(x,y) du coin initial a laquelle on additionne celle (m,n) de I'épingle
ajoutée homo- ou hétéroornée. ce qu'on écrira (X + m, y + n) et qui
s'explicite (x+m,y+n)=ou(X+2,y)ou(x+1,y+1)ou(x,y+
2), et dont on peut écrire I'équation mixte de deux maniéeres, en se
souvenant des valeurs de a, b, m et n, a savoir : sia=1, b =0 et inver-
sement,sim=2,n=0etinversement,sim=1,n=1

r[<1,1/a,b>+(mn)=(L+a+m,1+b+n)]=<b,a/l, 1>+ (m,n)=(1+
b+m,1+a+n)

ou, en retirant a (x + m) unw et a (y + n) un w* afin de constituer
I'épingle retournante

r<l,l/x+m-1Ly+n-1>=(x+m,y+n]=<y+n-1,x+m-—
1/1,1>=(y + n, x + m).

les valeurs de a, b, m et n nous fournissent les six combinaisons des
douze retournements. les premiers de chaque ligne écrits comme re-
tournables, les seconds comme retournés qui, pour respecter notre
protocole d'écriture, apres transposition dont nous parlerons au § sui-
vant, changent de ligne en devenant retournables. nous listons la table
de ces combinaisons en les ordonnant par rapport a (a,b), /1,0> puis
/0,1>, les trois valeurs de (m,n), (2,0), (1,1) et (0,2); I'épingle retour-
nante étant toujours (1,1)

a) r[<1,1/1,0> + (2,0) = (1+1+2, 1+0+0) = (4,1)] = <0,1/1,1> + (2,0) =
(1+0+2, 1+1+0) = (3,2)

b) r[<1,1/1,0> + (1,1) = (1+1+1, 1+0+1) = (3,2)] =<0,1/1,1> + (1,1) =
(1+0+1, 1+1+1) = (2,3)

c) r[<1,1/1,0> + (0,2) = (1+1+0, 1+0+2) = (2,3)] = <0,1/1,1> + (0,2) =
(1+0+0, 1+1+2) = (1,4)

d) r[<1,1/0,1> + (2,0) = (1+0+2, 1+1+0) = (3,2)] = <1,0/1,1> + (2,0) =
(1+1+2, 1+0+0) = (4,1)



e) r[<1,1/0,1> + (1,1) = (1+0+1, 1+1+1) = (2,3)] = <1,0/1,1> + (1,1) =
(1+1+1, 1+0+1) = (3,2)

f) r[<1,1/0,1> + (0,2) = (1+0+0, 1+1+2) = (1,4)] = <1,0/1,1> + (0,2) =
(1+1+0, 1+0+2) = (2,3)

la table montre les valeurs (u,v) sous forme de 2-sommants du nombre
des croisements; 5 =1 + 4 =2 + 3 et leurs inverses. ceci détermine le
bouclage, c’est-a-dire la répetition, dans une séquence, d'ensembles de
valeurs d'ornures. dans notre exemple, 12 états donnent lieu aux 4 en-
sembles de valeurs.

usage de la table

cette table peut s'utiliser comme un abaque

chaque configuration ci-dessus notée d'une lettre a, b, etc., est double,
puisqu'une ligne compléte repré-sente les deux états d'un méme re-
tournement, et peut donc se distribuer en deux parts, chacune relative
a la valeur obtenue par chaque état; ainsi a est al (4,1) et a2 (3,2), b
est bl (3,2) et b2 (2,3), ..., festfl (1,4) et f2 (2,3).

soit donc la configuration bl dont les valeurs sont (3,2). nous lisons que
par retournement nous obtenons b2 soit (2,3). mais b2 est <0,1/1,1> +
(1,1). pour retourner b2 selon notre protocole il faut donc I'écrire
<1,1/0,1> ce qui revient a le transposer en el de mémes valeurs (2,3)
et dont le retourné est e2 c’est-a-dire r[<1,1/0,1> + (1,1)] = <1,0/1,1>
+(1,1) = (3,2).

bl a engendré b2 contenant virtuellement et actualisant el qui en-
gendre finalement e2. nous traduisons I'énoncé 'contenant virtuelle-
ment et actualisant' par 'se transpose en', représenté dans nos for-
mules par le symbole ®. nous écrivons :

le poingon b1l représentant le départ de la séquence du solitons a 5 croi-
sements, dont 2 épingles non alter-nées, engendre la séquence b1l (3,2)
—p b2 (2,3) —» e2 (3,2). ce que nous dessinons

(transposeé en el)




au fur et a mesure de I'élaboration de la série, on opérera a la fois sur le
plan "horizontal" des séquences, et "verticalement™ sur celui de la sé-
rie.

la transposition organise les douze figures en trois 4-diagrammes re-
tournement/transposition lisibles rela-tivement aux trois épingles :

al > r—> a2 bl—>r—-> b2 cl > r >
c2

4 J N J N J
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d2 €r < dil e2 &<r<el f2&r<fl

épingle (2,0) épingle (1,1)
epingle (0,2)

et les ensembles de valeurs se répartissent en quatre séries d'égalités que
nous listons avec leurs parame-trages dont le calcul se fait sans diffi-
culté.

al=d2=4w+w'=(4,1) = k"
a2=bl=dl=e2=(3,2) =k’
b2=cl=el=12=(2,3) =k
c2=f1=(1,4)=k+k - k"

souvenons-nous que les valeurs des paramétres sont circulaires, c¢’est-a-
dire qu'il y a plusieurs écritures des résultats. ainsi, puisque k" = 2k' —
K, il est indifférent d'écrire al = k" ou al = 2k’ — k, etc. nous optons
pour I'écriture la plus simple. nous pouvons aussi utiliser les valeurs
dans les calculs de valeurs de la maniere suivante (u,v) = (m,n) + (p,q)
+(rs)=(m+p+r)+(n+qg+5s); prenons (1,4) par exemple : (1,4) =
(2,3) + (3,2) — (4,1) = (2+3-4) + (3+2-1), de méme (3,2) = [(2,3) +
(4,1)]/2, etc.



de plus, les trois 4-diagrammes sont séparés et les valeurs servent de
passerelles entre les ler et 2e d'une part, les 2e et 3e d'autre part. les
valeurs (4,1) et (1,4) sont inverses, au bord de leur diagramme respec-
tif et aux extrémités de l'ensemble des 4-diagrammes tandis que les
valeurs du diagramme central d'é-pingles (1,1) sont toutes en corres-
pondance avec le diagramme qui leur est adjacent. le diagramme cen-
tral est donc le passage obligé entre les diagrammes extrémes. le pas-
sage d'un diagramme a l'autre par les valeurs indique une nouvelle ré-
partition des ornures (2,0) puis (1,1) puis (0,2) en en conservant la va-
leur absolue (2); elles nécessitent donc une commutation des valeurs
du croisement retournable et une désalternance de I'épingle ajoutée.

paramétrage des sequences du soliton — a partir du croisement de dé-
part nous ajoutons autant d'épingles que nous voulons prises parmi les
trois compatibles. il y a donc, théoriguement, autant de solitons pos-
sibles que d'arrangements avec répetitions, soit a(3,n) = 3"; le coin est
l'arrangement pour lequel n = 1, ¢’est-a-dire qu'il y a bien trois coins
retournables possibles pour chacun des deux croisements. nous avons
donc deux croisements, six configurations de coins initiaux retour-
nables, etc. ce nombre va t'il jouer un role dans le comptage? non!
pour la raison que nous connaissons déja, due a la transposition. sou-
venons-nous du processus : nous effectuons un retournement puis
nous abandonnons le coin retourné et nous abordons le retourne-
ment suivant. tout se passe comme si, au fond, nous sautions d'un coin
a l'autre ¢’est-a-dire d'un poincon hexagonal a un autre poingon hexa-
gonal, a son suivant.

au départ un soliton se présente sous la forme d'un croisement ¢ € {i, j}
suivi d'un ensemble E de n épin-gles compatibles.

ce soliton parcourra donc n retournements pour arriver a l'autre bord du
poingon. le paramétrage devra donc tenir compte de toutes ces etapes.

calcul plastigue du soliton généralisé

le soliton géneéralisé est un motif a un coin retournable et une kyrielle
d'épingles alternées ou non alter-nées dont aucune ne détruit lI'antibrin



retournant. que voulons-nous dire par la? voici un coin non re-
tournable, autrement dit coince.

ce coin est formé de trois épingles alternées ayant deux a deux un croi-
sement commun. effectuons une inversion de dessus dessous sur l'un
des croisements

on a envie de dire le coin est devenu retournable, ce qui s'énonce
mieux en disant qu'un nouveau coin est apparu et gu'il est métamor-
phosable; mais nous aurions tout aussi bien pu construire dés le départ
ce coin retournable.

il y a deux croisements — que, sans nous appesantir ici, nous dirons in-
tuitifs — inverses possibles que nous étique-tons arbitrairement i et j —
nommer ainsi ces croisements intuitifs nous évite de leur attribuer une
ornure standard.

G

i { Jj

face a un croisement, il y a quatre épingles possibles que nous étique-
tons tout aussi arbitrairement. la non alternée Dessus est D, la non al-
ternée dessous est d, l'alternée Dessus-dessous est Dd, la lecture s'ef-

fectue de gauche a droite — éventuellement sur des dessins de haut en
bas —, et enfin l'alternée dessous-Dessus est dD.

n g=E ER H=

Dd dD




voici la liste des huit combinaisons croisements/épingles : iD, id, i{Bd et
1dD, et jD, jd, jDd et jdb.

isaligeelcaltoliulin

sur ces huit montages, deux fournissent un coin cetneé, les arbitraire-
ment étiquetés ibd et jdb.

chaque montage peut ainsi étre formalisé en partant du coin et aboutis-
sant a la nouvelle épingle choisie selon I'écriture : le croisement x e
{i, j} et les épingle ¢, &' € {D, d, Dd, dD} forment le coin retournable
X + é = Xé, a quoi s'ajoute la nouvelle épingle choisie (x + €) + €' =
(xé) + é' = (xé)e".

reprenons notre poingon octogonal et effectuons le montage d'un coin
retournable iD et d'une épingle, en essayant toutes les épingles et ob-
servons dans quel cas le coingage peut apparaitre.

la premiére ligne de dessins correspond aux essais des quatre épingles
montées avec le coin retournable, la seconde ligne de dessins corres-
pond aux retournements qui fournissent la dynamique de propagation
du soliton.

@ @ D P
P ¥ ¥ &
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c'est le cas iD+Dd qui n'est pas un soliton complet. le motif est déegéné-

€ &

ré en oscillateur binaire.

cette épingle Dd est-elle toujours bloguante? changeons le croisement

L &> B

du coin retournable iD, par j, le coin devenant jD.

le motif obtenu est bien un soliton. ce n'est donc pas I'épingle en tant
que telle qui blogue mais le coin la-tent qu'elle forme avec le croise-
ment de départ. or on sait qu'un croisement i est coincé par I'épingle
Dd, et un croisement j par I'épingle dD. ces deux épingles sont in-
verses, homotopiquement, l'une de l'autre comme sont inverses les
deux croisements i et j, chacun effectuant un quart de tour par rapport
a l'autre!. chaque croisement a l'origine informe donc I'épingle qui
participera au montage du soliton. la réciprogue est aussi vraie. nous
pouvons donc affirmer deux choses : d'une part les épingles n'exer-
cent aucune influence de pres ou de loin les unes sur les autres;
d'autre part nous pouvons énoncer la regle suivante aucune épingle,
rapportee au croisement origine, ne doit passer sur le brin de des-
sus du croisement d'origine ni sous le brin du dessous, ce qu'on
peut se rememorer sous la forme d'une ritournelle ni sUr-d'sUs ni
sOUs-d'sOUs.

a quoi nous pouvons ajouter une observation intuitive mais dont un peu
de pratique rend compte, c'est que les deux épingles non alternées sont

Len utilisant I'opérateur complexe i — a ne pas confondre, ici, avec I'écriture adoptée pour le croisement de méme nom —, SOit X Un croisement,
son inverse peut étre noté ix. de méme nous pouvons concevoir un opérateur "homotopique™ X (alef) tel que xé soit I'épingle in-
verse de €. les quatre coins seraient ainsi : Xé, XRé, ixé et ixxe.



equivalentes pour le soliton, et méme neutres comme nous l'avons dit
plus haut. nous pourrons donc parler seulement de I'épingle alternée O
dont les ornures sont hOmogenes, O € {Dd, dD}, celle qui est com-
patible avec le croisement pour former un coin retournable, soit i1dD,
soit jDd, et de I'épingle non alternée E, dont les ornures sont hEtéro-
genes, E € {D, d}, compatible avec les deux croisements. ceci réduit
le nombre des montages a quatre.

nous pouvons donc maintenant aborder la formulation du soliton en te-
nant compte de toutes ces données.

schemas des solitons

les premieres formes du soliton sont dessinées a partir d'un croisement
de départ, identique a l'arrivée. il n'y a donc que quatre solitons, le ir°,
le inF, le ju° et le juF, l'indice n donnant le nombre d'épingles de 1 a
|'c0.

nous ne dessinons que deux schémas, un par croisement, connoté par sa
portion de brin Dessus en gras, en faisant apparaitre le croisement
simultanément au départ et a l'arrivée — sans indiquer ou est le départ,

< Dl ¢ B

a lire donc dans les deux sens —et en laissant les épingles dans
I'ombre; schémas auxquels nous ajoutons, puisque a chacun des croi-
sements s'associe son épingle antagoniste, I'épingle interdite?, parce
que ce sont les deux seules informations suffisantes pour considérer le
montage comme un soliton.

compatibilité et antagonisme

Z il reviendrait au méme de dessiner I'épingle permise!



effectuons les montages avec les quatre epingles mais a gauche des
croisements, soit € + X. nous obtenons les huit combinaisons — lues de
gauche a droite — Di, di, Ddi et dbt, et Dj, dj, Ddj et dbj.

PP

ces dessins nous montrent deux choses : la premiere c'est que les
epingles non alternées restent compati-bles avec le retournement
quelle que soit la situation. ces épingles apparaissent comme des élé-
ments neutres dans le processus. en effet, comme elles sont toujours
au-Dessus ou au-dessous, elles forment comme un gaine sans inter-
vention directe avec les brins du croisement qui se propage. cette re-
margue nous permet de ne nous intéresser gu'aux deux épingles alter-
nées. la seconde c'est que les épingles antagonistes a droite d'un croi-
sement ne le sont plus a gauche et réciproquement. pour le dire au-
trement antagoniste et compatible en permutant echangent leur role.
en gardant la méme arbitraire étiquette des épingles Dd et dD nous
avons en fait change de situation : a droite de i, par exemple, I'épingle
Dd passe sur le brin de Dessus et sous le brin de dessous mais a
gauche I'épingle passe sous le brin de Dessus et sur le brin de dessous
ce qui renverse l'antagonisme et le transforme en compatibilité, et ré-
ciproquement, par changement de cadran du méme lien de connexiteé.
on peut formaliser la chose ainsi : soit é* I'épingle compatible et ¢
I'antagoniste, alors xé* devient éx, et réciproquement; similairement,
nous avons xé- devient €*x.

nous pouvons donc dire maintenant que pour seize montages de coins,
quatre sont des coins non retourna-bles a la combinatoire d'écriture
simple et visible : 1Bd, dbt, }dbB, Bdj. ce qui s'exprime :

— commuter les lettres de I'étiquette de I'épingle, inverse le statut de
I'épingle : d'antagoniste elle devient compatible et réciprogue-
ment; par exemple iBd = ié devient idD = ié", etc.



— commuter le croisement et I'épingle, inverse I'épingle et par con-
sequent inverse le statut du coin : de non retournable il devient
retournable et réciproguement. xé" devient é*x.

resserrons encore I'écriture : soient X* et x™ les deux croisements inverses
I'un de l'autre et é* et é les deux épingles inverses l'une de l'autre.
nous pouvons alors écrire le diagramme des coins dans lequel la com-
patibilité s'exprime par l'identité des signes {+, +}, {—, —}et ou
‘com’, 'Si', opérateur horizontal, signifie ‘commutent’ et 'inv', 'IT', opé-
rateur vertical, ainsi que 'pol', '™', opérateur diagonal, signifient
's'inversent’, le premier pour les croisements et le second pour la pola-
risation des épingles :

nous disposons ainsi d'une petite algebre des opérateurs du soliton. fai-
sons ¢*s = x*€*. nous formons alors les identités suivantes, en prenant
garde aux positions des indices o et 3 en hauteur ainsi qu'a leur rang
latéral : com(c*,) = com (x*é*) = é X" = ¢* = inv(é'x) = inv(csh) =
pol(é*x*) = pol(c.*), etc.’
le diagramme se présente comme un cube; si nous assignons la valeur +
aux coins a croisement et épingle compatibles, c'est-a-dire aux coins
retournables, et la valeur — aux coins eetnegs, et si I'on reunit les va-
leurs identiques par un trait, on observe que les liens de compatibilités
forment deux tétraedres, passant par les diagonales des faces du cube,
et se pénetrant formant ainsi un octaedre.

3 on notera la similitude d'écriture avec I'écriture tensorielle.



pour lequel, avec nos notations ci-dessus et en notant y la relation de
compatibilité, nous avons les identités y(c*,) = y(cp*) = — y(Ca*) = —
(Cp)-

diversité des solitons
e polysolitons

un polysoliton est un montage tel que plusieurs croisements se situent
sur la méme ligne de propagation. ce qui peut occasionner des colli-
sions contribuant a la formation de torsades doubles, par exemple. si
deux croisements sont différents, ij, , ils forment une lunule latente
annulable visible par le fait que les brins du couple de croisements
sont toujours dessus pour l'un des brins toujours dessous pour l'autre.
alors la propagation s'annule, crée une torsade nulle et les épingle sont

inversées.

lunule annulable
la seule fagon d'empécher cette annulation consiste a ajouter une épingle
Inverse qui coincera les deux croisements et donc, de ce fait, blogquera
la propagation des deux croisements au point de rencontre.



annulabilité empéchée

cette lunule sera rendue patente lorsque les deux croisements se rencon-
treront. chaque croisement de la lunule apportant son épingle compa-
tible, celle-ci sera nécessairement antagoniste pour l'autre croisement,
comme nous l'avons déja remarqué au 8§ précédent, ces éepingles feront
écrou, la lunule sera la limite de propagation des deux croisements. de
ce fait découle gu'une lunule patente ne peut former un train d'onde.

torsade double

plurisoliton

un plurisoliton est un montage dans lequel entrent plusieurs motifs for-
mant plusieurs voies de propagations, simultanées ou non. un cas par-

ticulierement simple est le plurisoliton transversal ou deux coins se
propagent perpendiculairement I'un a l'autre.



il peut apparaitre dans certains cas un coin coince qui sera rendu provi-
soirement retournable par le passage d'un croisement retournable,

c’est-a-dire que la rencontre ouvrira la possibilité d'une propagation
transversale limitée, car le croisement qui n'était pas retournable avant
la collision, le redeviendra lorsque sa propagation rencontrera les
pattes du croisement transversal.

epingles barrieres de potentiel

une épingle antagoniste fait fonction de barriere de potentiel infranchis-
sable pour le croisement qui y a-boutit. hormis le cas du plurisoliton
dans lequel un tel croisement est provisoirement rendu a la propaga-
tion, limitée rappelons-le, le coingage reste le coingage et une épingle
antagoniste reste une barriere de potentiel infranchissable. un seul mo-
tif noeudien permet ce franchissement, la permutation nceudienne. voi-
ci une suite de dessins par lesquels nous effectuons un montage topo-
logique montrant le fait.

nous ajoutons a un coin non retournable un poingon dans lequel figurent
trois torsades nulles.

D OGO D
nous ajoutons une epingle compatible et nous effectuons la permutation

X
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le croisement peut se propager comme un soliton. les dessins montrent
qu'il a fallu former une lunule avec I'épingle antagoniste, épingle qui a
eté absorbée par la lunule. les trois croisements du coin initial sont
devenus les trois croisements du motif de permutation. cette construc-
tion permet donc au croise-ment initial de se propager désormais. réé-
crivons I'ensemble des opérations.

a — nous avions un croisement i et une épingle antagoniste Dd, formant
un coin coincé i + Dd = 1Bd (la barre exprimant le coingage).

b — nous formons une lunule de telle sorte que le coin devienne un motif
de permutation.

¢ — nous Yy adjoignons une épingle dD, inverse de l'antagoniste et nous
effectuons la permutation.

d — le croisement initial se propage jusqu'a la nouvelle épingle, compa-
tible celle-ci, avec laquelle il forme un nouveau coin retournable

solitons circulaires

toutes les réflexions precédentes peuvent étre globalisées dans les soli-
tons circulaires.

le plus simple est constitu¢ d’une couronne géométrique, ou disque
troué topologique, sur laguelle nous dessinons un croisement et une
epingle, le croisement rabouté a lui-méme, et 1’épingle accrochée aux
bords de la couronne dont nous lirons la polarité, Dd ou dD, a partir
du trou central. la possibilité du retournement est marquée par une
fleche et I’impossibilité par le signe 'Q'. nous appelons dynamique
du soliton I’ensemble de ce marquage. comme il y a 4 épingles, nous
dessinons les quatre cas.

ONONONE®



epingles E épingles O
e un croisement une épingle compatible

sur un soliton d’épingle O, effectuons le retournement.

le croisement semble n’avoir pas changé, mais sa dynamique est inver-
sée comme la polarite de 1’€pingle.

nous observons qu’il revient au méme d’effectuer le retournement ou
d’inverser la polarité de 1’épingle O : de Dd elle passe a dD et inver-
sement. nous pouvons donc dire que le soliton circulaire compose
d’un seul coin retournable, c’est-a-dire d’un croisement et de son
epingle compatible, se comporte a la fois comme un oscillateur bi-
naire et comme un inverseur de polarité. en effet, circulairement par-
lant, 1’épingle n’est compatible que d’un seul c6té de son croisement.
le retournement, comme I’inversion de polarité, inverse la dynamique
du soliton et lui permet donc de repartir dans le sens opposé, comme
un pendule sans arrét.

a partir de cette situation, nous allons en observer d’autres de plus en
plus riches en faisant varier le nombre des épingles, leurs polarités
ainsi que leurs modes d’assemblages.

e un croisement deux épingles compatibles

1 — la situation est celle-ci




(b) (@) (b)

Il apparait un événement qu’on n’observait pas dans le cas précédent
d’un croisement et d’une €pingle compatible : les deux €pingles sépa-
rent la couronne en deux zones qui vont recevoir chacune a leur tour
le croisement. il ne peut donc plus s’agir d’équivaloir simplement le
retournement a 1’inversion de polarité. entre (b) et (a) il y a bien in-
version de polarité d’une €pingle mais apparait de plus une rotation de
180° dans le plan de la feuille du croisement qui passe d’une zone a
I’autre. de méme entre (a) et (b"). a cela pres, le systeme demeure un
oscillateur a trois états. 1’état (a) montre que les deux épingles sont
inverses [’une de I’autre et par cela méme offrent les deux orientations
a la dynamique, alors que (b) et (b") ont chacun leurs deux épingles
identiques et une seule orientation dynamique. pour passer de I’un a
I’autre il faut deux inversions de polarites.

2 — voyons ce gue donne une inversion de polarité sur (b). la situation
est celle-ci :

(B) (o) (B)

(o) et (a) sont reciproquement tournés d’un demi-tour, ainsi que (j3) et
(b), et (B") et (b"). les rapports des deux situations sont donnés par le
graphe des rapports entre le retournement r, le demi-tour dans le plan
7 et I’inversion de polarite z :




Bl
entre les etats (b) et (3) ainsi que (b') et (B') il apparait de plus une bas-
cule b hors du plan de la feuille, alors qu’entre (a) et (o) cette bascule

se confond avec la rotation &t dans le plan de la feuille.

deux croisements une épingle compatible

deux croisements deux épingles compatibles

le systeme est celui-ci :

deux croisements deux épingles une compatible

© ©



jusqu’a présent, les épingles n’étaient rattachées qu’aux bords de la cou-
ronne. les croisements raboutés a eux-mémes formaient les seuls
ronds du soliton circulaire. voyons ce qui se passe lorsque les épingles
forment elles-mémes un ou plusieurs ronds.

e solitons circulaires constitués de ronds

dans tous les cas précedents, seul le croisement rabouté a lui-méme
forme un rond. deux croisements forment deux ronds. de maniéere gé-
nérale, comme pour les états-centres des nceuds, un nombre impair de
croisements indique un rond, un nombre pair deux ronds. nous parle-
rons désormais de solitons circulaires a plusieurs ronds, au moins
deux, un ou deux fourni-s par le-s croisement-s, les autres par les
épingles.

un croisement un rond compatible

le croisement rabouté a lui-méme forme un rond. ce n’est pas de ce rond
dont nous parlons quand nous disons rond compatible, nous réser-
vons cette appellation au rond formé par I’¢pingle compatible rabou-
tée a elle-méme, que pour cela nous nommons provisoirement rond-
epingle.

la situation est celle-ci :

(b) (@) (b)
cette situation ressemble a celle d’un croisement deux épingles compa-
tibles. cependant en (b) et en (b") un phénomene nouveau apparait : le
rond-épingle, du fait du retournement est devenu basculable, la bas-
cule s’effectuant hors du plan de la feuille.



(b) (b)

la bascule a changé la polarité du rond-épingle qui, du méme coup, de-
vient compatible et transmute 1’état (b) en (b'") et réciproquement. la
bascule de ce rond permet donc la transition d’un état bloqué en un
etat conducteur ce qui assure la permanence de la propagation du soli-
ton. pour cela, nous nommerons désormais le rond-épingle rond-
bascule.

I
/ A\
I' = retournement (a)
b = bascule
b
(b) (b")
nous pouvons maintenant représenter le systeme ainsi :
(b)
V r
que nous simplifions en, avec rotation :
(b)y— (@)

la propagation du soliton est ainsi rendue interminable dans les deux
sens.
nous pouvons la décrire : '
1 — retournement r de (a) en (b) —pu (b(p} o)
2 —bascule b de (b) en (b*) — ou (b") en (b)
3 — retournement r de (b') en () — ot (Bf en (a).
b
i
le soliton cesse d’étre un oscillateur. )



orientation des ronds-bascules, polarités

a ce stade de notre étude nous allons matérialiser les polarités en orien-
tant les brins, ¢’est-a-dire en dessinant la fleche sur chaque élément du
soliton afin de manifester ce qui reste invariant et ce qui varie. repre-
nons la situation précédente, les orientations étant arbitraires.

(b) (a) (b’)

nous observons que le retournement n’affecte pas les orientations. effec-
tuons la bascule dans (b).

(b) (©)

I’orientation des ronds-bascules en (c) et (b') est différente. en sachant
qu’il en est ainsi entre (b) et (c') issu de (b'), nous pouvons dessiner le
systeme complet de la propagation avec les orientations.



-------- représente le changement
d’orientation du rond-bascule
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chaque lectrice et chaque lecteur pourra donc envisager, comme en un
jeu — a la maniere du jeu de la vie de conway —, toutes les combinai-
sons, des plus simples aux plus compliquées, a plusieurs ronds, com-
patibles ou mixes, enlacés ou simplement empilés, avec plusieurs mo-

tifs en épingles, coins, etc., offrant des configurations nceudiennes
luxuriantes propices a l'investigation icsografique.



annexes

cing premieres séquences du soliton neeudien

la représentation en graphes ornés




